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Analiza algoritma® predstavlja postupak kojim se predvida ponasanje i vrsi procena potrebnih resursa
algoritma. Ta¢no ponasanje algoritma je nemogude predvideti, zato se za njegovu analizu razmatraju
samo glavne karakteristike, a zanemaruju neki maniji faktori sa kojima ¢éemo se kasnije upoznati. Osnovni
metod koji se pri tome koristi je aproksimacija. Na ovaj nacin se, iz skupa mogudih algoritama za
reSavanje nekog konkretnog problema, moze izdvojiti najefikasniji (ili klasa efikasnih algoritama). U
ovom tekstu ¢emo razmatrati vremensku sloZenost algoritma — memorijski zahtevi ¢e biti pomenuti
samo ako nisu u nekim “normalnim” granicama.

Vedina udenika, neretko i studenata, nije upoznata sa ovim pojmom i njegovom vazno$céu. Cesto u toku
takmicenja dobijamo pitanja vezana za ogranicenja ulaznih podataka, jer veéina takmicara ne razume
zasSto su ona bitna. Ideja ovog dokumenta je da takmicarima pribliZi ovaj pojam i njegovu znacajnost.

U mnogim knjigama ovoj prici nije posveéeno dovoljno paznje. Neretko se ovaj pojam uvodi jako
formalno Sto predstavlja problem ¢itaocu da razume njegovu sustinu. Akcenat u ovom dokumentu ée
biti na razmatranju i analizi konkretnih problema. Razni primeri koje ¢emo analizirati ¢e vam pomocdi da
uocite razlike izmedu algoritama koji reSavaju isti problem.
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Slika 1. Strip o sloZenosti problema putujuceg trgovca
(preuzeto sa xkcd.com — sajt posvecen stripovima o ljubavi, sarkazmu, matematici i jeziku)

Ukoliko imate komentara ili dodatnih sugestija povodom teksta, nemojte oklevati da se obratite bilo
autoru bilo takmicarskoj komisiji. Takode ukoliko naidete na neku gresku, kojih svakako ima, bili bi
zahvalni kada bi ste obavestili autora o istoj.

1 . v . . . . . . . v .
Pod algoritmom podrazumevamo konacan niz nedvosmisleno definisanih naredbi potrebnih za resavanje
konkretnog problema. Formalnu definiciju algoritma ovde ne¢emo iznositi.
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SloZenost algoritma

Na pocetku sloZenost algoritma definisaéemo neformalno kao maksimalni broj operacija potrebnih za
izvrsavanje algoritma. Ovde smo prvo uveli pretpostavku da su sve (osnovne) operacije iste sloZzenosti, s
obzirom da nam je potreban samo njihov broj. Sa druge strane, broj operacija ¢e svakako zavisiti od
samog ulaza. Iz tog razloga, kada se ispituje sloZenost nekog algoritma treba razmatrati “najgori mogudi
slu¢aj“. U daljem delu ¢éemo videti da nas zanima samo asimptotsko ponasanje vremenske sloZenosti.

Osnovne operacije predstavljaju skup operacija Cije se vreme izvrSavanja moZe ograniciti nekom
konstantom koja zavisi samo od konkretne realizacije (racunara, programskog jezika, prevodioca...).
Drugim recima, pretpostavljamo da se svaka osnovna operacija izvrSava za jediniéno vreme. Naravno
nisu sve operacije takve: primera radi stepenovanje ne mozemo smatrati osnovnom operacijomz.
Tipicne osnovne operacije su:

e dodela vrednosti promenjivoj
e poredenje dve promenjive

e aritmeticke i logi¢ke operacije
e ulazno/ izlazne operacije

Kako je i sama gornja definicija sloZzenosti jos uvek komplikovana, moramo ignorisati joS neke faktore. Iz
tog razloga uvodimo novo pravilo zanemarivanja konstanti. SloZenost ¢e zavisiti od ulaznih veli¢ina
(ogranicenja brojnih vrednosti, veli¢ina matrica i nizova...), dok ¢emo konstante koje su “mnogo” manje
od ulaznih ogranic¢enja zanemariti. Naredni primeri ¢e vam pribliZiti ovu pricu.

Posmatrajmo Algoritam 1 na kojem je prikazan deo funkcije za ra¢unanje srednje vrednosti niza. Broj
operacija koji ¢e da se izvrsi u toku ovog algoritma je 2n + 2 (n puta éemo povecati vrednost promenjive
i; n puta ¢emo povecati sumu za vrednost a[i]; jedna operacija za inicijalizaciju suma na 0; jedna za
racunanje srednje vrednosti). Kako konstante zanemarujemo dobijamo da je sloZzenost ovog algoritma: n
operacija. Ovu ¢injenicu éemo zapisivati kao O(n) — ¢itamo “o od n”. U ovom sluc¢aju kazemo da je
algoritam linearne slozenosti.

01 suma = 0;

02 for i =1 ton

03 suma = suma + a [1i];
04 avg = suma / n;+

Algoritam 1. NalaZenje srednje vrenosti niza

Konstante zanemarujemo iz razloga Sto su one obi¢no dosta manje od uzlanih veli¢ina. Primera radi za
gore opisani algoritam, da li ¢emo izvrsiti n + 1 operaciju ili n neée uticati za vece veli¢ine niza (naravno

2 Algoritam brzog stepenovanja ¢e biti izloZzen u problemu Vrednost polinoma.
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za manije veli¢ine sloZenost je svakako mala). Slicno se i mnozilac moZe zanemariti ukoliko je konstanta.
SloZenost algortima trazimo kao funkciju od parametara veli¢ine ulaza.

01 for i =1 ton-1
02 for j =1+ 1 ton
03 if a [i] < a [J] then
04 pom = a [i];
05 a [1i] = a [317
06 a [j] = tmp;
Algoritam 2.

n(n-1)
2

, ukoliko bi morali svaka
n(n-1)
2

Slozenost Algoritma 2° je kvadratna tj. 0(n?). Tagan broj operacija je 3

dva elementa da zamenimo (3 operacije su potrebne za zamenu; i i j biramo na kojima

uporedujemo svaka dva elementa niza). Zanemarujuci konstante dobijamo da je broj operacija zapravo
n? —n. Kako je n mnogo manje od n? za vece vrednosti, mozemo zanemariti linearni faktor (izmedu
1.001.000 ili 1.000.000 operacije nema znacajnih razlika u vremenu).

\3 Nije uvek jednostavno utvrditi sloZzenost algoritma. Nazalost za ovaj problem ne
e postoji univerzalni metod koji moziemo primeniti. Medutim, vezbom svakako
‘ mozemo steéi dobru intuiciju o njoj. Poznavanje slozenosti nekih standardnijih

algoritama i programskih konstrukcija (pogledati Tabelu 1) nam u tome mogu dosta

TN pomodi.

Rb Programska konstrukcija Vremenska sloZenost konstrukcije u zavisnosti od njenih delova
01 | Sekvenca naredbi S:
P; 0($)=0(P)+0(Q)
Q;

02 | Uslovna naredba S:

if (uslov) then

P; 0(S) = max{0(P),0(Q)}
else
Q;
03 | For petlja S:
for i = 1 to n do 0(S) =no(P)
P;
04 | While / Repeat petlja S: 0(S) =moO(P)
Whiée (uslov) do gde je m broj interacija petlje u najgorem moguéem slucaju

Tabela 1: SloZenosti osnovnih programskih konstrukcija.

Pored racunanja vremenske sloZzenosti kao broj operacija u najgorem slucaju, postoje i drugi pristupi za
merenje vremenske efikasnosti algoritma. Jedan od njih je probabilisticki metod srednjeg vremena.
Prosecno vreme izvrSavanja tj. vremensku sloZenost na ovaj nacin definiSemo kao ocekivani broj

3 Algoritam 2 predstavlja algoritam za sortiranje nizova.
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potrebnih operacija da bi se algoritam izvrSio. Ovo je dosta realisti¢niji pristup u praksi, ali je svakako i
mnogo teze proceniti ga. Razlog za to je Sto bi njegova procena zahtevala poznavanje raspodele
verovatnoce ulaznih podataka. Sa druge strane, korpusi test primera kod takmicarskih problema
obuhvataju i specijalne slu¢ajeve i najgore ulaze. Na ovaj nacin se testira ponasanje algoritma u svim
mogucéim scenarijima. Naravno, za randomizirane algoritme, koji u toku izvrSavanja donose slucajne
odluke, procena vremenske sloZenosti se mora zasnivati na ocekivanom vremenu izvrSavanja koji smo
spomenuli. O ovome ¢e biti joS price u delu o Quicksort-u.

Broj podnizova parne sume

Poce¢emo sa jednim naizgled jednostavnim primerom. Vide¢emo da se neka ocigledna resenja mogu
dosta ubrzati.

Problem Dat je niz a prirodnih brojeva duZine n. Koliko ima podnizova, sastavljenih od uzastopnih
elemenata, Cija je suma paran broj?

Drugim re¢ima, treba nadi broj uredenih parova (i,j) ,gdeje 1 < i <j < n, za koje je
a; + a;4q + -+ a; paran broj
Primera radi, niz a = (1,2,3,4) ima Cetiri uzastopna podniza parne sume - (1,2,3),(1,2,3,4), (2) i (4).

Nakon citanja problema, veéina odmah nastupi sa ociglednom idejom: za svaku vrednost promenjivih i i
j, sumiraéu elemente sa indeksima izmedu njih i proveriti da li je to paran broj. Posmatrajmo kod za ovu
ideju prikazan u Algoritmu 3.

01 brojParnih = 0;
02 for i =1 to n

03 for j = 1 ton

04 suma = 0;

05 for k = 1 to j do

06 suma = suma + a [k];

07 if (suma mod 2 == 0) then

08 brojParnih = brojParnih + 1;

Algoritam 3. Prvo resenje problema parnih podnizova

Slozenost Algoritma 3 je 0(n3), medutim pokusajmo ovu implementaciju da ubrzamo. Linije koda 04 —
06 sumiraju vrednosti elemenata od i do j. Kada fiksiramo levu granicu tog segmenta po kome
sumiramo, promenjivu i, posmatrajmo kako se menja suma kada se promenjiva j povecava za 1.
Primecujemo da se suma poveca za vrednost a [j]. Drugim rec¢ima, ne moramo uvek sumirati sve
elemente pocev od indeksa i. Implementacija ovde ideje je prikazana u Algoritmu 4. SloZenost novog
algoritma je 0(n?).
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01 brojParnih = 0;
02 for i =1 ton

03 suma = 0;
04 for 3 = 1 ton
05 suma = suma + a [J];
06 if (suma mod 2 == 0) then
07 brojParnih = brojParnih + 1;
Algoritam 4
\a Iz gornjeg primera vidimo da istu ideju moZzemo implementirati na razli¢ite nacine.
e Samom razmatranju implementacije treba posvetiti dosta vremena, nekada ¢ak i vise
‘ od ideje — dizajna algoritma. Naravno najbolji recept je razmatrati ih parelelno. Sa
druge strane, od ideje ne treba odustati ukoliko niste dovoljno razmotrili

T— implementaciju.

Medutim, ovaj problem mozemo resiti i u linearnom vremenu. DefiniSimo niz suma kao
sumalk] = a[1] + -+ + a[k]

Sumu elemenata a[i] + -+ + a[j] moZemo preko niza suma izracunati kao sumalj] — sumali — 1], gde
uzimamo da je suma[0] = 0. Ovaj podniz ¢e imati parnu sumu jedino u sluéaju da su vrednosti
sumalj] i sumali — 1] iste parnosti. Ozna¢imo sa m broj parnih elemenata niza suma, racunajudéi i
element sa indeksom 0. Ukoliko posmatramo dva parna elementa, podniz koji oni definisu (za koji su oni
leva i desna granica) je parne sume. Analogno imamo i sa neparnim elementima. Kako je razlika dva
broja parna ako i samo ako su €lanovi iste parnosti, ovo su jedini moguéi slu¢ajevi parnih podnizova.
Krajnji rezultat dobijamo kao

D+
SloZenost algoritma je linearna. Niz suma mozemo da inicijalizujemo jednim prolaskom kroz niz vezom:
sumal[0] = 0
sumalk] = sumalk — 1] + alk], k=1

Nakon toga jednostavnim prebrojavanjem parnih odnosno neparnih elemenata niza, resenje dobijamo
gornjoj formulom.

* Ovakva konstukcija je jako esta i moze se uopétiti za matrice.
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Slika 2. Iz ,,vrece” mogucih algoritama treba izabrati onaj najefikasniji

Intervali

Problem Dat je niz a, duZine n, celobrojnih intervala na realnoj pravoj. Koordinate intervala su iz
segmenta [—M, M]. Naci celobrojnu tacku sa realne prave koja pripada najveéem broju intervala. Tacka
pripada intervalu i kada se nalazi na njegovom rubu.

Ovo je jedan poznatiji primer. Ovde éemo izneti tri reSenja i uporedivati njihove slozenosti.

e Algoritam A:  TraZzena tacka je celobrojna i pripada intervalu [—M, M|, jer za sve ostale tacke
sigurno znamo da ne pripadaju ni jednom intervalu. Zato moZzemo proci kroz svaku tacku iz ovog
segmenta i ispitati koliko je intervala sadrZe. Algoritam moZemo ubrzati ukoliko na pocetku
izra¢unamo najmanju levu koordinatu intervala i najveé¢u desnu koordinatu i ispitivanje svedemo
samo na tacke iz ovog segmenta.

Cak i kod ubrzane verzije segment koje treba ispitati moze biti upravo [—M, M] (najgori moguci
slucaj). Za svaku tacku iz ovog segmenta obilazimo ceo niz intervala duZine n. Dobijamo da je
ukupna sloZenost ovog algoritma jednaka O (nM). Kako M moze biti veliki broj, vidimo da ovaj
pristup nije bas efikasan.

e Algoritam B:  Oznacimo sa A trazenu tacku (ona ne mora biti jedinstvena). Pokazaéemo da
postoji tacka B koja pripada istom broju interval (dakle i ona moZe biti reSenje) a koja je kraj
nekog od datih intervala, konkretno levog. Pretpostavimo suprotno, da tacka A nije levi kraj
intervala. Posmatrajmo tacku A — 1. Ova tacka pripada istom broju intervala, jer smo
pretpostavili da A nije levi kraj (u suprotnom bi ona ispala iz nekog intervala a kako su oni
celobrojni to je nemoguce). Ukoliko je A — 1 leva granica nekog intervala, nju uzimamo za tacku
B. U suprotnom sli¢no rezonovanje primenjujemo na tacku A — 2. Kako su intervali iz konacnog
segmenta u nekom trenutku moramo naici na kraj nekog od pocetnih segmenata koji sadrze A.
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Iz gornjeg razmatranja vidimo da ne moramo da obilazimo sve tacke iz segmenta u prvom
algoritmu. Pretragu moZemo vrsiti samo po krajevima intervala. Krajeva ima ukupno 2n, ¢ime
dobijamo da je novi algoritam slozenosti 0(n?).

o Algoritam C: U prethodnom algoritmu smo videli da se isptivanje moZe svesti na granice
ulaznih intervala. Medutim, pri ispitivanju pripadnosti neke tacke ispitujemo sve intervale. Da li
ovo mozemo ubrzati?

Razmatrajmo primer skupa intervala sa slike:

[1,5],[2,4],[3,13],[6,10],[10,12], [11,13]

|
|

| | | : : | |
| | | | I | |
—_— —_—
T B T
! : ! ! | ! : : : .* : ! ! >
TS I Y I . #1-1 #1141

Slika 3. Primer intervala

Skenirajmo po koordinatama granica redom sa leva na desno i zapisujmo broj intervala kojima
pripadaju:

1,2,3,3,2,2,3,3,3,2

Primecujemo da kada naidemo na “otvaranje” nekog intervala, njegovu levu granicu, broj
pripadnosti intervalima se povecava za 1. Slicno kada naidemo na zatvaranje smanjuje se za 1.
Specijalan slucaj je kada se u nekoj koordinati i otvaraju i zatvaraju neki intervali, a kako smo
rekli da tacka sa granica pripada intervalima, onda prvo povecavamo broj preseka a tek kada
napustimo tacku smanjujemo.

Kreirajmo dva nova niza cord i value duzine 2n i inicijalizujmo ih na sledeéi nacin:

cord [2k — 1] = [ i value[2k — 1] = +1
cord [2k] = d;, i value[2k] = —1

Dakle u niz cord smo poredali vrednosti granica intervala, a paralelno u drugom nizu postavljali
+1 za levu granicu intervala i —1 za desnu. Sortirajmo ove nizove po vrednostima niza cord, dok
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paralelno menjamo i elemente u nizu vrednosti. Ukoliko su koordinate jednake manja je ona
kojom se segment otvara (dakle prednost imaju value = 1). Nakon sortiranja imamo sledede
stanje:

cord =(1,2,2,3,4,5,6,10,10,11,12,13,13)
value=(1,1,1,-1,-1,1,1,-1,1,-1,1,-1,-1,-1)

Skeniranje po koordinatama i raCunanje pripadnosti se sada svodi na jednostavno sabiranje
elemenata niza value. Pravimo parcijalne sume niza value.

valueSuma = (1,2,3,2,1,2,3,2,3,2,3,2,1,0)

Kako trazimo maksimalni broj intervala koji sadrzi neku tacku, rezultat ¢e biti maksimum
parcijalnih suma. SloZenost ovog algoritma je O(nlogn +n) = O(nlogn).

Kao S$to vidimo za isti problem smo imali tri moguéa reSenja. Sva tri algoritma su korektna $to se resenja
tice. Medutim njihove sloZenosti se drasticno razlikuju (bar za red veli¢ine). Gledano sa takmicarske
strane, broj poena koji bi osvojili po gornjim algoritmima bi aproksimativno bio 10, 40i 100, redom.

Vrednost polinoma

Izracunavanje vrednosti polinoma u datoj tacki x, se sastoji u raCunanju vrednosti p(x,). Problem nije
komplikovan, tako da éemo kroz ovaj primer proc¢i samo u grubim crtama.

Problem Dat je polinom p stepena n preko niza koeficienata (p;)i=o. Za konkretnu tacku a
izraCunati vrednost

p(xo) = po + p1a + pa® + -+ pya®

Najjednostavniji pristup je simuliranje izra¢unavanja svakog sabirka pojedina¢no. Naivna implementacija
ove ideje dovodi do sloZenosti 0(n?) (pretpostavljamo da se koeficinete polinoma nalaze u nizu p).

01 value = 0;

02 for i = 0 to n do

03 power = 1;

04 for j =1 to 1 do

05 power = power * a;

06

07 value = value + power * p [i];

Algoritam 5
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Redovi 03 — 05 u datom pseudo kodu algoritma stepenuju dati broj a na stepen i. Raéunanje stepena a*
moze se implementirati i u logaritamskom vremenu stepena. Ideja je zasnovana na razlaganjima

a2k = gkak a?k+1 = gakak

Na ovaj nacin moZemo problem svesti na problem sa dvostuko manjim eksponentom. Funkcija
stepenovanja se najlakSe implementira rekurzivno. Malo detaljnije objasenjenje brzog stepenovanja
moZzete naci u [2].

01 function Stepen (Integer a, Integer n)
02 if n = 0 then

03 return 1;

04 if n = 1 then

05 return a;

06

07 tmp = Stepen (a, n DIV 2);
08 if (n MOD 2 = 0) then

09 return tmp * tmp;

10 else

11 return tmp * tmp * a;

Algoritam 6. Funckija brzog stepenovanja

Problem se moze resiti i u linearnom vremenu. Naime, stepen ne moramo uvek racunati od pocetka veé
ga mozemo nadogradivati. U svakom koraku, nakon promene vrednosti stepen ¢emo mnoziti sa a.

01 value = 0;

02 power = 1;

03 for i = 0 to n do

04 value = value + power * p [i];
05 power = power * a;

Algoritam 7

Na kraju napomenimo da se problem moZze implemenitrati i preko Hornerove Seme. SloZenost ¢e takode
biti linearna, medutim ovim pristupom imamo minimalni broj operacija sabiranja i mnozenja.

Elementi sa datom sumom

Problem Dat je niz a prirodnih brojeva duZine n. Za dati prirodni broj s ispitati da li postoje dva
elemente niza a, Cija je suma jednaka datom broju s.

Navedeni primer se Cesto srece kao podproblem nekog veéeg problema i na jako lep nacin ilustruje ideju
o sloZenosti algoritma. Prva ideja, koja je svakako korektna ali ne i efikasna, jeste da se za svaka dva
elementa niza proveri da li u sumi daju broj s. Ovaj pristup ima kvadratnu sloZenost.
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Mana ovog pristupa je Sto ispitujemo parove elemenata bez ikakvog poretka. Zbog toga nemamo
nikakvih pretpostavki o sumi novog para na osnovu prethodnih. Da bi mogli imati neku intuiciju o
ponasanju sume elemenata sortirajmo niz a u neopadajuci poretku. Definisimo sa s(i,j) sumu
elemenata a[i] i a[j], pri ¢emu je i <j. Kako je niz sortiran, alk] < a[k + 1], imamo da vaze
nejednakosti

s <s(,j+1)is@,j)<s@i+1)

Postavimo na pocetku vrednost indeksa i, levu granicu, na 1, a indeks j, desnu granicu, na n. Kada desnu
granicu j smanjujemo, i sama suma s(i, j) se smanjuje. Moguca su tri slu¢aja:

1. Naisli smo na element sa indeksom j tako da je s(1,j) >s. U ovom slucaju smanjujemo
vrednost indeksa j.

2. Naisli smo na element sa indeksom j tako da je s(1,j) =s. Tada prekidamo izvrSavanje
programa i kao resenje vracamo upravo ovaj par elemenata.

3. Naisli smo na element sa indeksom j tako da je s(1,j) < s. Sada nema potreba smanjivati
indeks j i ispitivati sumu za istu vrednost indeksa i = 1, upravo zbog gornjih nejednakosti.

Kako smo smanjivanjem desne granice j prekinuli u trenutku kada je prvi put dobijeno s(1,j) <s,
imamo da je s(1,j + 1) > s. Zato pretragu ne moramo ponovo pocinjati od j = n, ve¢ samo nastaviti
gde smo zadnji put imali da je suma bila veéa: j + 1. Drugim recima, promenjivu j smanjujemo sve dok
ne dobijemo resenje ili ne dobijemo vrednost koja je manja od s, kada poveéavamo i. Ako dobijemo da
je j <i, prekidamo i prijavljujemo da reSenje ne postoji. Pogledati Sliku 4 koja ilustruje ponasanje
pokazivaca na konkretnom primeru.

1134 (51618 (1115 suma = 16

,, /

11345681115 suma =12

/

11345681115 suma =9

113|4(5|6]|8 (11|15 suma =11

113|4(5|6]|8 (11|15 suma =9

11314 (5|6]|8 (11|15 suma = 10

Slika 4. Primer pretrage paraunizua = (1, 3,4,5,6,8,11,15) zas = 10.

10
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Rastojanje izmedu indeksa i i j je na poCetku jednako n — 1. U svakom koraku se njihovo rastojanje
smanjuje za 1. Kako smo gore napomenuli da ukoliko se “preskoce” reSenje ne postoji, ukupan broj
koraka ne moZe biti veéi od pocetnog rastojanja. Kako na poletku treba sortirati niz> dobijamo da je
sloZzenost O(nlogn + n) = O(nlogn). Pseudo kod ovog algoritma je dat u Algoritmu 5.

01 Sort (a);

02 i=1;

03 j = n;

04 while (i <= 3J)

05 if (a [i] + a [jJ] = s) then
06 break;

07 if (a [i] + a [J] > s) then
08 J=3 + 1;

09 else

10 3=3 + 1;

11 i=1+1;

12

13 if (1 <= j) then

14 return true;

15 return false;

Algoritam 8

Jos jedan mogudi pristup nakon sortiranja niza je binarna pretraga: za svaki element a [i], ispitujemo da
li u nizu postoji njegova dopuna do sume s tj. element Cija je vrednost s — a[i]. SloZenost ovog
algoritma je takode O (nlogn), medutim prvi pristup je za nijasnu efikasniji.

\a Pri analizi nekog problema moZemo nai¢i na dva reSenja iste sloZenosti. U
T razmatranje njihove medusobne efikasnosti mozemo ukljuciti konstante ili druge
' sabirke koje smo zanemarili, ali to ne¢e mnogo uticati na performanse. U
prethodnom primeru smo videli da samo imali algoritme cije su sloZenosti bile

T— O(nlogn +n)iO(nlogn + nlogn). Efikasniji algoritam je svakako prvi.

Citaocu preporucujemo da nakon ovog primera sam resi Zadatak 010.

Quicksort

Quicksort® je jako zanimljiv algoritam za sortiranje niza. Verovatno ste svi do sada ¢uli da je to najbrii
algoritam za sortiranje niza. U prvom delu ovog dokumenta smo razmatrali sloZenost jednoj od
najjednostavnijih algoritama za sortiranje. SloZzenost quicksort-a, u najgorem slucaju, je 0(n?) gde je n
broj elemenata niza. lako je spor u najgorem slucaju, on predstavlja najbolji izbor za ovaj problem jer je

5 . . . v vels . . e . T . . .

Algoritme sortiranje mozete prouciti u bilo koji knjizi koja se bavi dizajnom i analizom algoritama.
® Ovde ne¢emo objasnjavati kako sam algoritam radi. Opis algoritma moZete naci skoro u bilo kojoj knjizi koja se
bavi programiranjem.
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neverovatno brz u srednjem tj. ocekivanom vremenu sortiranja: ocCekivano vreme sortiranje je
O(nlogn), dok je konstanta sakrivena iz ove sloZenosti jako mala.

Sa druge strane, pored ovog algoritma postoji i sortiranje razdvajanje koje se zanisniva na metodi podeli
pa vladaj. Ovaj algoritam je u stranoj literaturi poznat kao merge sort. SloZenost je O(nlogn) u
najgorem sluéaju. Medutim, u oCekivanom vremenu quicksort je dosta brzi. Sli¢an slucaj imamo i sa
radix sort-om.

Kako bi bili sigurni da ¢ée quicksort raditi u ocekivanom vremenu, pre sortiranja niza treba napraviti
sluajnu permutaciju a zatim nju sortirati. Na taj nacin moZete izbeéi one najgore slucajeve i vreme
vratiti na ocekivano.

Kako mozemo kreirati slu¢ajnu permutaciju? Oznacimo dati niz sa a, njegovu duzinu sa n. Naintuitivniji
pristup je dodeliti svakom elementu niza slucajan broj b [i], a zatim sortirati niz a ali po vrednostima
niza b. Problem kod ovog metoda je kako obezbediti da su dodeljene vrednosti jedinstvene. Kako se i
sami slucajni brojevi generiSu pseudo-slu¢ajnim algoritmom ovde se mozemo zadovoljiti i jako malom
verovatno¢om pojavljivanje istih vrednosti. MozZe se pokazati da ukoliko vrednosti biramo na slucajan

v . , . . vere . 1 “
nacin iz segmenta [1,n3], verovatnoca da su svi elementi razli¢iti jednaka je 1 - Slozenost ovog

pristupa je jednak sloZenosti sortiranje.

Najprakti¢niji nacin generisanja slucajne permutacijije prikazan je u Algoritmu 6. Slozenost algoritma je
linearna. Dokaz korektnosti algoritma nec¢emo izloziti ovde. Za one koji Zele viSe informacija, mogu
pogledati [1].

01 for 1 =1 to n do

02 jJ = random (i, n);
03 zameni (a [1], a [J3]1):
Algoritam 9

Zanimljiva napomena je da ukoliko se indeks j inicijalizuje kao random(1,i) ne dobija se slu¢ajna
permutacija. Dokaz ove Cinjenice ostavljamo ¢itaocu.

Pricu o quicksort-u zavrsiéemo dokazom njegove optimalnosti. Do sada samo uvek racunali sloZzenost
algoritama i pokazivali kako je neki pristup bolji od drugog. Medutim, nekada je potrebno postaviti
pitanje: da li postoji brzi algoritam? Kako bi odgovorili na ovo pitanje potrebno je naéi donju granicu
sloZzenosti algoritma za konkretan problem. Ovo je nemoguce odrediti za generalni slucaj, jer se dokaz
odnosi na sve moguce algoritme. Neohpodno je napre specificirati model koji odgovara porizvoljnom
algoritmu, a zatim dokazati da je vremenska sloZenost proizvoljnog algoritma obuhvaéenog tim
modelom veca ili jednaka od donje granice.

U daljem delu odeljka pokazaéemo da je optimalna sloZenost algoritama za sortiranje niza upravo
O(nlogn). Model koji ¢emo koristiti pri dokazivanju se zove stablo odlucivanja. Stablo odlucivanja

12
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modelira izraCunavanje koje se najveéim delom zasniva na uporedivanju. DefiniSe se kao potpuno
binarno stablo sa dve vrste ¢vorova: unutrasnjim c¢vorovima i listovima. Svakom unutrasnjem cévoru
odgovara jedno “pitanje” sa dva moguca odgovora, pri ¢emu je svaki od njih pridruzen grani koja izlazi iz
tog Cvora. Svakom listu je pridruzen jedan od mogudih izlaza algoritma. Izracunavanje pocinje od korena
stabla. U svakom ¢voru se postavlja pitanje u vezi sa ulazom i u zavisnosti od odgovora nastavlja levim ili
desnim potomkom. Kada se dostigne list, izlaz priduZzen njemu je izlaz izraCunavanja. Kako bi ova prica
bila jasnija pogledati Sliku 4 na kojoj je prikazano sortiranje niza duZine 3 pomocu stabla odlucivanja.

Vremenska sloZzenost algoritma definisanog preko stabla odlucivanja jednaka je njegovoj visini, odnosno
maksimalnom broju pitanja (operacija) koje je potrebno postaviti kako bi se reSenje jednoznacno
odredilo.

a[3], a[1]. a[2] a[3], a[2], a[1]

a[1], a[2], a[3] a[1], a[3], a[2] a[2], a[1], a[1] a[2], a[3], a[1]

Slika 5. Primer stabla odlucivanja za sortiranje niza a duzinen = 3

Teorema Proizvoljno stablo odluéivanja za sortiranje n elemenata niza ima visinu nlogn.

Dokaz: Ulaz u algoritam je niz a duZine n. Izlaz je niz u sortiranom poretku, drugim recima
permutacija ulaza. Kako ulaz moZe biti u porivoljnom poretku, svaka permutacija brojeva (1,2, ...,n)
treba da se pojavi kao mogudi izlaz stabla odlucivanja. Prema tome, za svaku permutaciju treba da
postoji bar jedan list. Permutacija ima n!, pa posto je stablo binarno, njegova visina je najmanje
log, (n!). Koristedi Stirlingovu formulu

dobijamo da je log,(n!) = nlogn. ]

13
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Ovaj dokaz donje granice pokazuje da svaki algoritam za sortiranje zasnovan na uporedivanju ima
slozenost vecu ili jednaku od nlogn. Sortiranje je moguce izvrsiti i koriS¢enjem nekih drugih osobina.
Primera radi ukoliko bi ogranicenje brojeve bilo malo (malo u smislu da moZemo definisati niz te
veli¢ine), sortiranje razvrstanjem (eng. counting sort) bi vratilo rezultat u linearnom vremenu. Ovo ne
protivureci dokazu prethodne teoreme, jer se ovde koristi ¢injenica da vrednosti brojeva mogu da se
efikasno koriste kao adrese. Takode, ovaj algoritam nije generalni i ne mozZe se primeniti na proizvoljan
niz.

14
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Rezime

Rezime price éemo izneti kroz Cesta pitanja koje je autor dobijao u toku priprema.

1. Zasto nam je uopsSte potreban efikasan algoritam? MoZe li kupovina brZeg racunara resiti ovaj
problem?

Naravno novac ne moze sve kupiti. Pored toga Sto su intelektualno izazovniji, efikasniji algoritmi ée se
sigurno izvrsavati brze i na sporijem racunaru od loSih algoritama na super racunarima, za dovoljne
veli¢ine ulaza. Boljim racunarom moZete ubrzati sve algoritme, ali procenat tog ubrzanja ne moze
pomoci u slucaju eksponencionalnih algoritama. U prilog ovoga ide i Murov zakon koji predvida
razvijanje racunara — snaga racunara se udvostrucuje priblizno na svakih 18 — 24 meseca.

2. Kada mozemo reci da je neki algoritam dobar, a kada da je optimalan?

Za algoritam mozZemo reci da je dobar ukoliko se pri uporedivanju sa drugim postoje¢im algoritmima za
ovaj problem pokaZze kao efikasniji. Na takmicenjima je tako lako zakljuditi. Naime, ogranicenja su tu da
bi pomogla u odgovoru na ovo pitanje. Uporedivanjem sloZenosti sa efikasnos¢u racunara na kojem se
testira lako moZete zakljuditi da li je vas algoritam efikasan ili ne.

Drugi deo pitanje je iskomentarisan u prethodnom delu teksta. Na ovo pitanje je nekada nemoguce
odgovoriti. Kod primera quicksort-a videli smo da odogovr zahteva poznavanje donje granice vremena
izvrSavanja svih algoritama za konkretan problem. To znali da za dati problem ne samo poznati
algoritmi, vec¢ i oni koji jos nisu otkriveni, moraju se izvrSavati za vreme koje je vece ili jednako od neke
granice. Napomenimo i to da se kod takmcarskih zadataka moZe nadi i algoritam efikasniji od datih
granica.

3. Staje potrebno od matematickog aparata za analizu sloZenosti algoritma?

TeZina analize kao pratioca procesa konstrukcije algoritma ne bi trebalo da bude izgovor za odsutajanje
od nje. Bitno je dobiti bar nekakvu prredstavu o efikasnosti algoritma. Za njeno racunanje obicno je
dovoljno poznavanje osnovnih suma, zasnovanih na aritmeti¢koj i geometrijskoj progresiji, kao i
osnovnih principa kombinatorike. U neki slu¢ajevima, narocito kada se koristi rekurzija, nailazi se na
diferencne jednacine. Obi¢no su to neki elementarni slucajevi.
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50, THE GREATEST HACKER
OF CUR ERA |S A
CooklE BAKING MOM?

EEWGREHTEST

MRS. ROBERTS HAD TWO CHILDREN.
HER SON, BOEBY, WRS NEVER MCH FOR
COMPUTERS, BUT HER DAUGHTER ELANE
ToOK. TO THEM LIKE A RING IN A BELL.

Wﬁw

WHEN ELAINE TURNED 11,
HER MOTHER SENT HER TO

\“II

TRAIN UNDER DONALD KNUTH

IN HIS MOUNTAIN HIDEAWAY. f

LI

FOR FOUR YEARS SHE
WHY 15 A* SEARCH WRONG
STUDIED ALGORITHIS. |\ THIS SITUATION?
CHILD = MEMORY
g ! — USAGE!
O WHAT WOULD | DITKSTRA'S
YOU USE? ALGORITHM |
UNTIL ONE DAY
SHE BESTED NOPE.
HER MASTER GOT ITIN
- O(n log (logn))
mw: - *‘ - "
' L AND LEFT,

Andreja Ili¢

(preuzeto sa xkcd.com — sajt posvecen stripovima o ljubavi, sarkazmu, matematici i jeziku)
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Razni zadaci

Zadatak 001 [Drzavno takmicenje, Srbija, 2008] Profesor matematike je postavio Dragancetu slededi
zadatak. Na osnovu datog niza brojeva a,, 0, ..., a,, Dragance treba da za svaku trojku indeksa (i, j, k),
gde je 1 <i<j< k< n, napiSe na tabli najveci od brojeva a;, a; i a;. Zatim treba da izracuna ostatak koji
daje zbir svih brojeva koji su napisani na tabli pri deljenju sa 10007. Profesor je obeé¢ao Dragancetu
peticu za kraj Skolske godine, ako dobije tacno resenje pre kraja ¢asa. Pomozite Dragancetu da Sto brze
dobije ta¢an rezultat. DuZina niza nije ve¢a od 30.000, dok su elementi niza iz segmenta [—10°,10°].

Ulaz: Izlaz:
4 11
3 -12 2

Zadatak 010 [Drzavno takmicenje, Srbija, 2003] Dat je skup od n < 5000 duZi razlicitih duZina.
Napisati program koji odreduje koliko se nepodudardnih trouglova moZe obrazovati od tih duZi. Za
obrazovanje trougla se jedna duz moze koristiti samo jednom.

Ulaz: Izlaz:
4 2
2 3 6 4

Zadatak 011 [TopCoder, SRM 408] Mali Perica je dobio N < 1000 svecica za rodendan. Odlucio je da
na slededi nacin proslavi: prvog dana ¢e upaliti jednu svecu da gori sat vremena; drugog dana ée upaliti
dve svece u periodu od sat vremena; i tako dalje; k-tog dana ¢e upaliti k svec¢a. Svakog dana upaljena
sveca se smanji tano za 1 cm. Kada sveca dostigne visinu 0, ne mo-ze se viSe upotrebljavati. Odrediti
maksimalni broj dana tokom kojih Perica mozZe da slavi rodjandan.

Ulaz: Izlaz:
2 2 2 3

Zadatak 100  [Zupanjsko takmicenje, Hrvatska, 2007] Japanska buba uletela je u tunel pun prepreka:
stalagmita (stoje na pod) i stalaktita (vise sa plafona). Tunel je duZine n (gdje je n paran broj) i visine h.
Prva prepreka je stalagmit, a zatim se naizmeni¢no smenjuju stalaktiti i stalagmiti. Japanskoj bubi se ne
da izbegavati prepreke, nego odabere jednu od h visina i zaleti se s jednog kraja tunela na drugi, te
svojim kung-fu vestinama porusi sve prepreke na putu.
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Objasnjenje datog primera

Zadane su dimenzije tunela i duzine svih prepreka. NapisSite program koji odreduje koliko najmanje
prepreka buba mora porusiti da bi prosla na drugu stranu, te na koliko razli¢itih visina se postize ta
najmanja vrijednost.

Ulaz: Izlaz:
o 7 2
154453

Zadatak 101  Nadi broj brojeva iz segmenta [4; B] ¢iji je zbir cifara paran.

Ulaz: Izlaz:
5 15 5

Zadatak 110  [DrZavno takmicenje, Srbija, 2007] Dragancetu je dosadilo da Zivi u gradu pa je resio da
sagradi sebi vikendicu, u kojoj ¢e u miru i tiSini moc¢i da sprovodi svoje programerske ideje. Kako je
Dragance veoma vredan, resio je da sam napravi nacrte njegove kuce iz snova. No, na pocetku je trebalo
da odredi mesto na kome ¢e se graditi. Kako Dragance nije bas bogat (matematika i programiranje nije
bilo isplativo kako je on mislio), odredio je maksimalni budZet koji moZe da potrosi za kupovinu placeva.
Naravno, Zeli da vikendica bude Sto lepsa, pa je odredio i donju granicu budZeta. Sad je u nedoumici gde
da je sagradi. Pomozite Dragancetu da odredi broj mogucih mesta za gradnju vikendice.

Mesta na kojima Dragance moZze da gradi vikendicu data su u obliku pravougane matrice dimenzije
nXxXm (1 <n,m < 150), gde polja predstavljaju placeve. Za svaki plac je data njegova cena. Cene ne
prelaze 10*. Vikendica je u obliku pravougaonika. Na pravougaoniku se moze sagraditi vikendica ukoliko
suma njenih parcela upada u granice budZeta. Granice budZeta su iz segmenta [1,10°].

Primer
Ulaz: Izlaz:
3323 7
100
010
001
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