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Heonrosopan crynent

Aymop: Oewen Tewuh

I'pyb6a cumna

Pememe rpyboM cuimom mompasyMmeBa ma ce mcmpobajy ¢BM MOryNu HM30BM CHUMAKA KOjU TPajy Mame On4 JaTor Opoja
vuryTa. Cromenoct osor pemema je O(n?), omgocro O(n?) y3 mambUBY UMILIEMEHTAIH]Y.

ITokperHu npo3op (OBa moxkasmBaua)

Wneja pemema je kopunilieme TEXHUKe IOKPETHOT IPO30pa (€Hrul. caudunz wurdow,) na 61 ce OAPeaArno HajaysKU Y3aCTOIHN
CerMEeHT CHUMaKa KOjU YKYIIHO Tpajy HajBuime m MuHyTa. IIpo3op je orpanmyeH ca ABa IMOKa3WBada KOjU Ce IOMEPAjy KPO3
HU3 CHUMAakKa HazmecHO. lloderak mposopa ce MHMIMjaJHO IIOCTaBJhba Ha IPBU €JIEMEHT HU3a, a Kpaj Ipo3opa ce IoMepa
HaeCHO ¥ HOBU CHUMIU Ce€ JOJAjy CBe IOK YKyIHa Iy:kmHA cHuMaka He npebe m. Kanma ce To mecu, moderak mposopa
ce moMepa HaIpez OOK YKyIHa AY:KWHA He MOCTaHe Mamha WX jeaHaka m. TOKOM OBOr mpoleca ce mpartu Hajsehu 6poj
Y3aCTOIHUX CHUMAaKa KOJU 3a0BOJbABAjy yCJIOB, U Taj Opoj ce uyBa kao pesynrar. Cuoskenocr osor npucryna je O(n).

ITocToje m apyra pemema 3alaTKa, HA IpUMEp ODUHAPHOM MpETPAroM, Koje 3azaTtak pemasa y ciaoxkenoctu O(nlogn),
mTo je Takohe MOBOJHO 3a MakcuMaJiaH OpOj MOeHa.



Hajoosma 3amena

Aymopu: Oewen Tewuh, Ayuwan Honaduh u Hemawa Majexu

I'pyba cuna

Y CBUM U3JIOKEHUM pememuMa OCHOBHA uueja je ma ce 3a cBako pacrojame R (R < K) on tauke A, uspauyHa Koju je
Hajselin 6poj koju Moxke ma ce y majBume R kopaka (3aMeHa CycemHUX eseMeHaTa) mosene Ha mosunujy A. JacHo je ma
je Taj 6poj makcumywm unrepsasa [A — R, A + R| (raunuje, upecek nmomenyTor marepsaJsia u mHTepBaga [0, N — 1], amu y
HacTaBKy aHayu3e To HehieMo mocebHO ucTHUnATH).

Kana ce ma moBobeme Heror 6poja ma mosurujy A morpomu R Kopaka, omma mpeocraje K — R kopaka 3a moBobheme
HEKOT Apyror Opoja Ha mo3unujy B.

Y cayuajy ma ce unrepsamu [A— R, A+ R] u [B — (K — R),B + (K — R)] He cery (Hemajy 3ajeIHUUYKUX ejeMeHaTa), y
npeocranux K — R kopaka npocro tpeba Hajsehu emement unrepsana [B — (K — R), B+ (K — R)] nosectu ua nozuuujy B.
Y oBom cayuajy, Hajseha Bpennoct 306upa 3a uszabpano R je

Sr =

= max a; + max a;
A—R<i<A+R B—(K—R)<j<B+(K—R)

YrymHO pememe S ce nobuja kama S m3pauyHaMmo 3a cBako R u y3memo HajBehe Sg:

S = max Sr = max max a; + max a;
0<R<K 0<R<K \ A-R<i<A+R B—(K—R)<j<B+(K—R)

IIpeocraje cayuaj kana ce uarepsaiu [A— R, A+ Rl u [B— (K — R),B + (K — R)] cery. Tana tpeba BoauTu padyHa o
TOME I8 HE MOKE UCTU eJIeMEHT Hu3a na Oyme HoBeleH U Ha no3unujy A u ma mosunmjy B. 3aT0 y OBOM ciydajy IpPeTxXOomHa
uaeja ca MaKCMMyMUMa MHTepBaJja Tpeba HEKaKO Ia ce NOpald, a TO ce y pemlemuMa Koja ciele Paid Ha pa3iuduTe
HAaYMHE.

IIpBO pememe

Ia Sucmo u3berau y3uMarme UCTOr €JIeMEHTa Hu3a Kao MakcuMmyMa y oba uurepsana ([A— R, A+ Rl u [B— (K — R),B +
(K — R)]), MOskeMO 3a CBaKM MHTEDBAJ Ja M3padyHaMmo 1o asa Hajselia 6poja. YkoIUKO ce 3a HeKO R moroau na MHTEpBAJIN
uMajy MaKCUMyM Ha MCTOj mosunuju, oupahemo mHajBehu Opoj m3 mpBor mHTEpBaJa W APYyru HajBehw m3 mpyror, wuiu
obpHYyTO, IpeMa ToMe Koju map maje Behum 30up. IlpummeruMo na HUje HOBOJLHO na Ce MPOBEPU Ha JIM CY MAKCUMyMU IBa
WHTEpBaJa jeJHakKu, Hero Tpeba mIpoBepaBaTu ma Ju Cy UM ucTe no3unuje. 36or tora hemo mopen nse uHajsehe BpemnocTn
y MHTEpBay Aa MaMTHMO U MO3unujy (IPBOr) MAKCHMyMa.

Pauyname nse najsehe BpenHoCcTr 1 mo3uimje MakCUMyMa 3a cBako R Tpeba obasuTty kopuctehu nperxonno n3padyHaTe
BpemHocTu 3a Mame R, Tj. umHkpementanHo. Ha Taj HauuH, HaKOH yumTaBama Hu3a u Opoja K, Bpeme morpebHO 3a
pemaBame CBakor 3amaTka bmhe cpasmepno ca K.

Ilpyro pemnieme

Y3uMame UCTOr eJeMeHTa Hu3a Kao MakcuMyMa y oba mHTepBasa [A — R, A+ R u [B— (K — R), B + (K — R)] moxemo na
n3bermeMo m apyrauuje. IlpmMerumo mpBo na HumTa HelieMO MpOmyCTHTH akKO HEe pasMaTpaMoO CUTyaluje y KOjuMa IBa
6poja koje moBommmo Ha mosunuje A u B meDhycoGHO paszMemyjy MecTa. 3aucra, TUME Ce€ CAMO TPOIIM jeTHa pa3MeHa, a
Humra ce e nobuja. Omasne cienn ma kazxa ce alA] pasmemyje ca HeKuM afi], OHZA je TOBOJLHO ma Ce pasMaTpajy pasMeHe
a[B] camo ca oHuM BpemHOCTMMA alj] 3a KOje je i < j.

Paspamumo jom masio oBy unejy. Heka je i mexm mazmexc u3 matepBana [A — K, A + K]. Tazna je 3a pasmeny afi] ca
a[A] morpebuo R = |A — i| kopaka. Ocraje mam jom K — R xopaka 3a pasmeny a|B] ca mekuMm a[j] 3a koje je j > i, a TO
alj] Tpeba m3abparu kao makcumyM uaTepBaga afi + 1, B+ (K — R)]. OBge je He3roguo To wTo y ciydajy kazxa je i > B,
MakcuMmyM uHTepBaga ali + 1, B+ (K — R)] 3a pasne i Bume Huje MOryhe pauyHATH MHKPEMEHTAJHO, TIOYEBIIN O TO3UIA]e
B. 3aro hemo onucano ckpaliuBame npyror unrepsaia ca a[B— (K —R), B+ (K — R)] va a[i+1, B+ (K — R)] npuMemusaru
caMo y cayudajy kaza je i < B. CuayuajeBe rama ce a[A] pasmemyje ca He&nM afi] 3a ¢ > B MokeMO na o6paamMO TaKO
mro no3unuje A u B 3amene yiuore. Ipyrum pedmMa, 3a ¢ > B mozpasyMeBaMo xa ce ali] pasMemyje ca a[B], mok ce a[A]
pasmemyje ca HexkuM a[z] 3a koje je © < i. To af[r] Gupamo rao makcumym maTepBana [A — (K — (i — B)),i — 1]. Osaksu
MaKCUMyMU 3a pa3He | MOI'y [a Ce M3PAauyyHajy MHKPEMEHTAJHO, MOYeBInu ol mosuiuje A.

Cnyuaj kana ce a[A] pasmemyje ca a[B], a a[B] ce pasmemyje ca HexuM alz] 3a x > B je cnmemmjasan. Y ToM caydajy,
alz] onpeDyjemo kao makcumyMm uaTepBaaa ali + 1, B+ (K — R)].

Pememe y Kome ce mpernocTaBsba na k Huje Behe om 1000

IlomTo je k moBoJ/bHO MaJiO, Y OBOM peIIelhYy MAKCUMYyMU IOjeIVHUX MHTEPBAJa HEe MOPAjy Ia Ce PadyHa]y MHKDEMEHTAJHO.
Tume ce nobuja jeTHOCTABHUjU ajJropuTaM, ajiu je merosa ciaomenoct O(k?) 3a caku 3amaTtak.



Pememe y kome ce mpernocrTaBdpa k < B — A

IMomto ce natepsanu [A— R, A+ R) u [B— (K — R),B+ (K — R)] y 0BOM ciy4ajy He CeKy, HUje TOTPEGHO BOMUTHU PadyHa
O 3ajeIHUYKOM MaKCUMYMY.



NMorahawe Heno3HaTor 6poja

Aymop: Hemarea Majcku
Aymopu pewerba: Hemarba Majcku, Quaun Mapuh

Nako je ns npumepa moryhe noMmcinTu Aa je onTMMasiHa cTpaTeruja nocTaB/bakba
nUTama YBEK BMHApHa npeTpara, Tj. MOJI0B/beHE UHTEPBAsIa, 360r orpaHmMyeHor 6poja
OAiroBOpa He , TO HMje C/yYyaj. 3agaTaK ce, AaKJle, HE MOXKE PeLINTU FrPaM3nUBUM
MPUCTYMOM KOju 61 BNO 3aCHOBAH Ha HEKOM 06/IMKY cMMyauuje GuHapHe npeTpare

NMPUJIMKOM MNOCTaBJ/batba MNMUTakHbA.

MokyLuajMo Npeo Aa faMo peKyp3usHy dopmynaumjy pewersa. Obenexumo ca f(n, k)
HajMamK Opoj NuTarka Koje OrkbeH Mopa Aa noctaeu Aa 6u noroano 6poj Marbn nan

jeflHaK o, b aKo cMe Aa [06uje HajsuLue k oArosBopa He .

Akojen = 1, Tapga OrtbeH 3Ha Aa je y nuTarby 6poj 1 1 6e3 noctassbarba NuTamsa (jep je
jeamHM No3uTMBaH NpupoaaH 6poj Marbu um jearak 1 6poj 1). 3ato je f(1,k) = 0, 3a

6uno Kojy spegHocT k > 1.

Ako je k = 1, Tapa OrtbeH cMe caMo jegHoM aa aobuje ogrosop He . Y TOj cUTyaumju
jeQuHa cTpaTerunja Koja My je Ha pacnosiaraky je IMHeapHa NpeTpara Tj. jeAMHO MOoXKe
peaoM Ja nuTa aa siv je 6poj Marbu unm jeaHak n — 1, ga au je 6poj Marbu K jeaHak
n — 2 uta,. Mpeu nyT Kaga obuje oAroBop He Ha NUTarbe Aa /M je 6poj Marbu UK
jeaHak x, 3Hahe ga je y nutarby 6poj & + 1. MowTo 3aMuLLIsbeHn 6poj Moxke 6UTK
HajBuLle T, OH he 6UTK NnoroheH Tek Kaja ce NOCTaBU NUTakE Aa /M je 6poj Marn UK
jeaHak 1, wTo 3Hauu Aa je y HajropeM cayyajy notpebHo noctasutu n — 1 nuTtama. 3aTto
je f(n,1) = n — 1, 3a 6uno kojy spegHoct n > 1.

Y ocTanum cnyyvajeBnMa je NOTPeBbHO Pa3MOTPUTU pasiMymMTe MoryhHOCTU 3a NpBO
nuTame Koje OrtbeH MoXKe Aa NocTtaBu. Y NPUHLMMY, OH MOXKe Aa NocTaBu 6U10 Koje

nuTame 06/1MKa Aa n je 6poj Marsu UM jeaHak & 3a BpegHocTu x oa 1 pon — 1.

« AKO Ha nuTare Aa v je 6poj Marbn UNK jeaHak T Aobuje ogrosop da, Npobsem ce

CBOAW Ha npo6neM Y KOM€e U1 fa/be CMEMO A MMaMO k HeTayHUX o4roBopa, aju



caja 3HaMo Aa je 6poj Marsm UK jeaHak of, x (ymecTto oa, n). lakne, y oBoM

cnyyajy je f(n, k) =1+ f(z, k) (jeaHo nuTarse cmo Beh noctasun).

« AKO Ha TO NUTame A06uje oaAroBop He , NpobaeM ce cBoAM Ha Npob1eM y KOMe caja
CMaMo ga uMaMo k-1 HeTayaH oA4roBop, a/In 3HaMO Aa je Y NuTamy 6poj 13
WHTepBana [w +1, n] MokeMo NpuMeTUTK Aa je noraharbe 6poja U3 MHTepBana
[ + 1, n] ca patm 6pojem fONYLITEHNX HETAY4HUX OArOBOPA MOTMYHO
eKBMBa/IeHTHO norahary 6poja n3 MHTepBasa [1, n — :v] ca JaTuM 6pojeM HETAYHUX
oarosopa. lakne, y osom cayuajy je f(n, k) =1+ f(n — z,k — 1) (jeaHo

nuTarbe cMo Beh noctasuan).

MowTo OrtbeH He MOXKe Aa 3Ha Aa i he 4o6UTM OArOBOP Aa WM He, a XXe/u Aa
rapaHTOBaHO Noroaun 6poj, ako My je NPBO NUTakE Aa /N je 6Poj Marbn UM jeJHaK I,
MOpPaMO Y3€TU HEMOBOJLHU]jY BapujaHTy (OHaj oAroBop Koju gosoau Ao seher 6poja Aasbux
nuTamba). Ca gpyre ctpaHe, OrtbeH MMa npaeo ga 6upa & 3a Koje he NocTaBUTU NUTakbe,
TaKo Ja MOXKe 0,abpaTu HajnoB/bHUjY BpeAHOCT & (OHY Koja J0BOAM [0 HajMakber 6poja
nuTamba). Tako [,01a3MMO [0 PEKYP3UBHE BE3E:

f(n7 k) = min {1 + maX{f(xa k)a f(n — T, k— 1)}} .

1<z<n

MowTo Y OBOM pellery A0/1a3M A0 Npek/anakba (MoHaB/bakba NAEHTUYHUX) PEKYP3UBHUX
Nno3uBa, OHO je BeoMa HeedUKACHO (C/TOXKEHOCT MY je eKCMOHEeLMjaIHa) M OHO pajyM caMo 3a

BEOMa MaJie BpeJHOCTU 1L (TEK Masio BuLle of, 15 y JaToM BpeMEHCKOM orpaHuyetby).

MpeTXoAHO peLleHe je HEONXOAHO ONTUMM30BATU MPUMEHOM HEKE TEXHUKE AMHAMUYKOT
nporpamupamrsa. Moryhe je, Ha npumep, ynotpedbutn memousauymjy. Memopmjcka
cnoxkeHocT oBor petuetba je O(n?), a Bpemercka O(n?). To je fososbHO aa 61 ce

pewmam npobaemu go aumensuje og oko . = 1000, ann He n BuLe op, Tora.

Moryhe je ynoTpebutn u AMHaAMUYKO NporpamMuparbe HaBuile. MeMopujcka CI0XKeHOCT

oBor pelliersa octaje O(IN?), a pemercka O(N3).

AHannM3oM peluera 3a Masie Bpe4HOCTU 71 MOXKe Ce MPUMETUTU Aa ce ONTUMAJIHWN 6poj

nuTama Bp/10 6p30 cTabuansyje Ha HEKOj BPEAHOCTM.

k: 12345678910 11 12 ceil(log2(n))
n="1 0 5]
n=2 11 1
n=3 222 2



n=4 3222 2
n=>5 43333 3
n=6 533333 3
n=7 6 333333 3
n=8 74333333 3
n=9 844444444 4
Nn=10 9 44444444 4 4
n=11 10 4 4 444444 4 4 4
n=12 11 54444444 4 4 4 4

PasMucanmo 3awwTo je To Tako? Kaga je 6poj AonyLLueHMX 0AroBopa He A0BOJbHO BEJIMKM
(Behu nnun jeaHak ﬂog2 nw ), Taga je 4o onTuManHor ogrosopa Moryhe ctuhu nomohy
[log, n| nuTarba, KopuwwherseM anroputMa 6uHapHe npeTpare (NooB/besa). [Lo TauHor
oaroopa Huje yBek Moryhe aohun y marbeM 6pojy nuTarba o Tora. MowwTo ce 3a Te
BpeAHOCTU Kk 1 M 04roBop yHanpes, 3Ha, MOXe ce yLITeAEeTU U MPOCTOP U BpEME TaKo LUTO
ce oarosapajyhu feo MaTpuLe AMHAMUYKOT NMporpaMmnparba yYonLiTe He nonywasa. Ha
HapeaHOj C/IMUM Cy TavyKuLLaMa obenexxeHn eslieMeHTH Koje HeMa noTpebe n3padyHaBaTy,

jep UM ce yHanpep, 3Ha BPeHOCT.

k: 1234567809108 11 12 ceil(log2(n))

n=3

n=10
n=11 1
n=12 1
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[MoTpebHo je 06paTUTK NaXKHY Ha TO Aa HeKaaa BpeaHocT dp[x][k] wam dp[n-x][k-1]
MOXe BUTK BaH NOMYHEHOT Ae/1a MaTpULLE U TaZla je YMECTO YnTarba eJlIeMeHTa MaTpuLe

noTpe6HO ynoTpe6utn rixose nosHate spegHoctu ([log 2(x)] Tj. [logy(n — x)]).



MeMopujcka C/IoKeHOCT pelletba ca 0BoM onTummsauujom noctaje O(n logn), gok

BpemeHcka cnoxeHocT noctaje O(n?logn).

MMnnemeHTaymja Moxke 6UTK Masio jeAHOCTaBHMja, @ aCUMNTOTCKA C/IOXKEHOCT MUCTA, aKo
NONYyHMMO MOYETHU Aeo Tabauue 3a cee BpeaHocTu k oA, jeaaH na ao ﬂog2 n} 3a YHeTy
BpeHOCT 6poja 1. Ha npumep, 3a n = 12, 4oBo/bHO je NONyHUTU HapeaHW Aeo Tabamue
(BpegHOCTU oGeneXxkeHe ca . Ce HMKaAa He KOPUCTe, a BPeHOCTM obesieykeHe ca x Ccy
jeanaxe [logyn| = 4).

k: 1 45678910 11 12 ceil(log2(n))
n=1 0
n=2 1
n=3 2
n=4 3
n=>5 4
n=6 5
n=7 6
n=8 7
n=9 8
n=10 9
n=11 0
n=12 1
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3a cBako dukcupaHo k ca nopacToM BeanumHe 1 6poj NuTara pacTe. To 3Haum ga ce
MPUAMKOM U3padyHaBarba BpegHoctu f(n, k) fewasa ga ca nopacTom BpeaHoCTH & (Koja
oapehyje npeo nuTtarse) BpeaHoctn f(x, k) pacty, ok speaHoctn f(n — z, k — 1)
onapaajy. Y noyeTtky he BpegHoCTH f(n —x,k — 1) o6uTtn Behe, a oHaa he y jeagHoM
TpeHyTky BpeaHocT f(x, k) noctatv Beha. MuHumym koju Tpaxkumo (spegroct f(n, k))
he 6UTK jegHaK NocneaH0j BpeaHOCTH f(n —z,k — 1) Koja je Beha unu jegHaka

f(x, k) Tj. npeoj epeaHoctu f(z, k) koja je ctporo seha og f(n — x, k — 1). Moxemo
[a NPUMETMMO [1a Ce 0OBa BPeHOCT MoxKe Hahu 61MHAapHOM NpeTparoMm, Yume ce usberasa

Mcnpo6aBaH>e CBUX TV PA3INYNTUX BPEAHOCTU .

Moo ce 3a cBako N 6uHapHa npeTpara uHtepsana [1,n — 1] epwumn y O(log n) kopaka,

. 2
BPEMEHCKa C/IOeHOCT oBor pellierka nocTtaje O(nlog” n).

Ha Beoma ciyaH HauMH ce oBa BMHapHa npeTpara MoOXKe UMMNAEMEHTMPATU U Y CKAOMY
TEXHUKE AUMHAMUYKOT NMporpaMmpatba Hasulle (y OBOM C/ly4ajy NonyHaBaMo LLeo

npaBoyraoHu nojac Matpuue 3a csako k og 1 po [log, n]).



Ako 3a duKcupaHo k nocMaTpamo BPeAHOCTM & Koje Hafa3MMo BUHAPHOM MpeTparom
npumMehyjeMo a oHe pacTy ca NopacToM 6poja 71. 3aTO He MOpaMo CBaKy HOBY BPeAHOCT
6poja x ogpehmBaTn U3 NoyeTKa, Beh NpeTpary MoXXeMo BpLUMTU JIMHEAPHO, KPEHYBLLN Of,
NPeTXoHe BpeAHOCTU I (Koja je MHMUMjanHO jeaHaKa 1). MolTo TpaXKMMOo HajMarbe T 3a
koje je f(x,k) > f(n — z,k — 1),y cBakom KopaKy yBehaBamo T cBe AOK BaXKu

f(z, k) < f(n —x,k — 1). Tokom nonyrsasatba Liene KosoHe 3a Gpukcuparo k,
npomeHsbuBa & ce yBehasa pegom og 1, na HajBuLLe 40 71, NA je C/IOXKEHOCT NoMyHaBakba

jep,He KOJIOHE JZINHEAaPHa, a MeMOpMjCKa 1M BpEMEHCKA CJZIOXKEHOCT LEJIOKYIMHOI pelleHa Cy

O(nlogn).

HarnacmMmo u ga, Kao LWTOo je TO YecTo C/lyyaj ca AMHAMUYKUM MporpaMmuparbeM, asoKaumja
MaTpuLe Yy 06/IMKYy BEKTOpA KOjuU Cafp>XXm BEKTOpe Ofly3nMa 3Ha4vajHo BpeMe (jep je
MaTpuLa BeNNKA). bpyke pellerbe ce Moxke NocTMhK ako ce yMeCcTo BEKTOpa KopucTe
00MYHU, CTaTUYKKN HM30BMU. [TOLWITO je BpeAHOCT 7. MO YC/I0BMMA 3a4aTKa Makba Uan
jeAHaka op, 108, Barku ha je Hog2 Tﬂ Mamse nau jegHako 20, unme je ogpeheHa u

MaKcuMMasiHa Moryha AnMeH3mja MaTpULLE Koja HaM je noTpebHa.

OBo peluemse je 6110 OBO/BHO Aa 6U ce ocBojuno MakcuManHux 100 noeHa. HapeaHo

peLlerse je 3a YYEHUKE KOjU XKese Aa 3Hajy BULLIe.

A pyraumju npuctyn peluery

MoTuBaUuja 0BaKBOI MPUCTYNA je WTO yoyaBaMo ,610koBe” y HaLoj AN MaTULN. YMeCTo
[la payyHaMO KOJIMKM je HajMarbu 6poj NuTarba NoTpebaH Aa 6u ce rapaHTOBaHO NOroAaMo
6poj 3a AaTe BpeaHocT 12 u k, MoZemo Hahu HaumH Aa pate BpegHocTu N v k nposepnMo
[la 1 je J0BOJbHO @ NUTakba. KopuiherseM Te nposepe, MOXKeMo 3a cBako k < [log2 n]
Hahu HajMarM @ BMHapHOM NpeTparoM MHTepBaaa Moryhux BpegHocTH 3a g (3a Behe

BpeaHocTu k Beh yHanpes, 3Hamo Aa je pesyntar [log, n]).

NHTepBan y KOM ce Hanasu pe3ynTaT 3a cBako k curypHo npunaga uHTepsasy [1, n]
MehyTuM, OH ce BeoMa 6p30 cy»KaBa jep pe3ynTyjyha BpegHocT onaga (Beh camo ca aBa
[ONyLLITEHA HeTa4YHa OAroBopa cBakm 6poj oa 1 A0 MUANMOH MOYKEMO NOroAMTU TeK ca
HewTo Buwe of 1500 nuTamsa). 3aTo HeheMo nHTepBan GuHapHe NpeTpare NocTaB/baTu
Ha [1, n], Beh hemMo My aecHy rpaHuuy oapehmBaTu Tako WITo heMo KpeHyTU of, rpaHuLLe
d = 1, kojy heMo MHOXUTU ca 2 cBe [0K He J06ujeMo NpBY J0BOJbHY BpeAHOCT 6poja

nuTarba d* (BpegHocT Taksy Aa je ca d* nuTarba u k HeTauHux oarosopa Moryhe norogmTu



6110 Koju NpmupoaaH 6poj U3 MHTepBasa [l, n]). HakoH Tora hemo 6uHapHOM NpeTparom

pesy/TaT TpaxkuTu y uHtepsany [d* /2, d*].

Moce6Ho heMo obpaguTu ciydaj k = 1 7j. cnyyaj f(n, 1) = n — 1, jep Ty yHanpeg seh
3HaMo pe3ynTaT (a UHTepBas Koju 61 Tpebasio NPeTParkUTH je BeEOMa LLUMPOK U HE MOXKE ce

ePMKaCHO MPETPaXKUTN).

3amucmmo cee Moryhe cekBeHLe 04roBopa Ay>KnHe He Behe of, ¢ Koje MoXeMo aa
no6unjeMo, Tako Aa Hajsuwe gobujemo k oarosopa He . Pagm jeqHoCTaBHOCTM
npeacTaBuheMo X C10BMMa, IAe H npeacTaB/ba OAroBop He,a A oAaroeop Aa. Ha

npumep, 3a ¢ = 4 n k = 2 10 cy cneaehe cexkeeHue:

AAAL
AAAH
AAHA
AHALA
HALA
AAHH
AHOH
HAAH
AHH
HAH
HH

JacHo je ga cBaka o4, OBUX CEKBEHLIM MOpa Aa O[roBapa TayHo jelHOM 3aMU/bEHOM Opojy,
Kao M Ja CBaKOM 3aMULLI/bHEHOM OpOjy U3 MHTEepBasia 0f, [1, n] Tpeba aa ogrosapa Ta4yHo
jeAHa of, oBMX cekBeHUM. [lakne, ako NOCTOjU 1 CEKBEHLM Ay>XXMHE HajBULLE ¢ Ca HajBULLE
k onrosopa He , MOXXEMO CUIYPHO NOroaMTH 6110 OKjM 6poj U3 MHTEpBana [1, n] MocTojn
YBEK Ha4MH [a NTarba OPraHM3yjeMo TaKo Ja CeKBeHLUMaMa jeHO3Ha4YHO A04EeENMO
6pojese on 1 0o n. AKo copTMpaMo ceKBeHLe NeKcukorpadpcku, oHaa he n-ta cekseHua

ofiroBapaTu TOMe Ja je 3aMuLbeHn 6poj n. Ha npumep,3aq = 4unk = 2:

AADA ---
AADH -~-
ABHA ---
ABHH -~
BHOA -~~~
BHOH ---
AHH ---
HAAA ---

0o N o g WON =



HOOH --- 9
HOH --- 10
HH  --- 11

[MpBoO je NnUTare ga v je 6poj MarK UK jeaHaK 7. AKo je oAroBop aa, HapeaHo NMUTame
je na nu je 6poj Marbn UK jeaHak 4, a ako je OAroBop He , OHAA je HapeaHO NUTake Aa U
je HapeaHu 6poj Mmarbn unm jegHak 10. Ha cimnyaH HaumH ce Mory ogpeamTu n octana
nuTama. [lakne, yBeK MOXXeMO YCNOCTaBUTU Bujekuunjy nsmehy ckyna oBMx CEKBEHLUM U

6pojesa uHTepsana [1, n|.

[akne, na 6ucmo oapenmnu Hajsehm 6poj 1 Takae ga ce 6uI0 Koju 6poj U3 MHTepBasa

[1, n] Mmo>ke noroauTy ca HajsuLwe g NuTarba 1 Hajeuwe k oarosopa ne , NOTpe6HO je
oapeAnTn 6poj oBakBMX CEKBEHLM. [TpUMETMMO [a aKo Ha HUXOB Kpaj A0AaMO C/loBa [i
TaKoO [la CBe CeKBeHLe byay Ay>KMHE ¢, OHe NpeLCcTaB/bajy CBE PeyYn O, C/I0BA [ U H Koje
cagpxe Hajpuwe k cnosa H. Ja HaheMo HUX0oB 6poj MOXKEMO KOPUCTUTU CYMY BUHOMHMX
koedpuumjeHaTa. BUHOMHM KoeduUmjeHT (%) npeacTas/ba 6poj HaumHa aa on, [N
pa3IMUNTUX enemMeHTaTa nsabepemMo wux K. Y HaweMm caydajy To he 6uTn ga og, q ciosa

nsabepemo k oHux koju he 6uTH H.

®opmyna 3a 6poj cekBeHUM je:

@)+ () (@) -+(O-2)

YcnoB 3a To Aa /M je q NUTarba AOBOJBHO Kaja 3aMULLIJbeH 6poj MoxKe Aa byae A0 1L u

nmamo k oarosopa He je:

k
>(5) 2
1=0 v
[MowTo ce HeKM BUHOMHU KoePULMjEHTU MOTY KOPUCTUTK BULLIE NYTa, U3padvyHaTe
6MHOMHe KoeduumjeHTe hemMo NnaMTUTK y MaTpuum (Kopuctnhemo memounsauujy). Hajsehu
OUMHOMHM KOePUUMjEHTU KOjU Ce U3padyHaBajy Ccy 061nMKa (Cfc) [MowTo 6MHOMHM
koeduLmjeHTN BeoMa 6p30 pacTy OCUM 3a Masie BpeAHOCTU ¢ AOBOJBbHO je U3pavyHaTu Tek
HEKOJIMKO MOYETHMX BPeQHOCTU KoeduLMjaHTa (Z), na MO>XeMO NpeTNoCcTaBuUTH 4a je
BpEMe 3a M3padyHaBake CBUX NOTPEOHMX BUHOMHUX KoedbuumjaHaTa O(d*). Bpum ce
O(log n) 6uHapHux npeTpara, u y csakoj ce nsspwasa O (log d*) kopaka (wTo je

O(logm)). Y cBakom kopaky ce cabupajy Beh uspayyHaTi GUHOMHU KOebULMIEHTH, LITO



he Hajuewhe 61T BeoMa 6p30 (y HajropeM cayyajy O(d*)). 3a ucnucmearbe pesystarta
notpe6Ho je speme O(n). Oakne, cnoxerocr, osor npuctyna je O(log nlog d*d* + n).
Ha npumep, 3a n = 108, ekcnepumenTanto ce ytephyje aa je d* = 2048, na je epeme
M3pavyHaBarba Makbe 0f] BpEMEHA UCMMCKMBaHba pesyTaTa.



I'pa¢d on xmuka

Aymop: Hemamwa Majcru

Pememe 3a N < 15 u cBu CKymoBu Cy BeJIMTUUHE 2

Y cJoB ma cy CKYIOBM BeJIMYMHE 2 HAM 3HAUM 4 CBAKU CKYI IpeNcTaBsha rpany y rpady. OBaj moma3amarak je 3aMUILbEH
na pemema caoxenoctr O(2V) nobujy moene mam meonTumasHe mvmrementamumje J1PC aaropurMa.

Pememe 3a N < 100 m cBu CKynoBM Cy BeJIMUMHE 2

Y OBOM MOA3aJATKy MO:KE OBOCTPYKOM IETJHOM na ce mpobe Kpo3 cBe mapose UBOpOBa U 3a cBaku na ce nyctu 1PC nnnm
B®C rako 6u ce mama muxoBa ynamenoct. [a, moxke m II®PC, mo, moras 3a To he OuTum mar y pememy Kana Cy CBU

CKYTIOBU BeJIMUYUHE 2.
Craosmenoct je O(N?).

Pememe 3a N < 2000 m cBu CKyIIOBU Cy BeJIMUUHE 2

Hama he B®C (u APC) maru yaameHOCT 0J jeJHOT UYBOpa OO0 CBUX OCTAJIUX YBOpOBa. Tako ma M3 CBAKOD YBOPA IIyCTUMO
B®C/PC u cabepeMo ymnabeHOCTH N0 YBOPOBa ca Behmm mmmercoMm.
Crnoxenoct je O(N?).

Pememe kana cy cBU CKyIOBU BeJIMUUHE 2

IIpobaem cyme 36mpoBa Hajkpahux myTeBa 3a CBe IapoBe UBOPOBA 3a I'eHePaJIHU rpad HUje pelleH JOBOJBHO Op30 na npobe
oBaj moa3anaTak. Asim HaMa HUje 3a4aT TeHEePAJHU I'pad, MOMTO HOCTOJU yCJOB:

3a ceaxu nap cxynosa (A, B), nocmoju nexu w8op v maxas 0a c8u NYMeEsU Koju Nouuny y Ouso Kom 4eopy a uz ckyna A u
saepwasajy y 6uao xom weopy b uz ckyna B mopajy npohu xpoz v.

Taj ycaoB mMmmaunupa ma Cy CBU IMKJIYCH y KOjUMa HeMa IMOHABJ/halma YBOPOBA YHYTAp jeAHOT CKyma. l[lomTo HakOoH
ITO je IyT M3amao m3 CKyla, OH MOpa OIeT na mpobe Kpo3 4YBOP Ie je M3amao na Ce BPaT! ¥ CKYII.

Kako je Benmuumra ckymoBa 2, TO 3HaUM Aa je Ham rpa¢ amueiaudad. [lo yciaoBy 3amarka rpad je moBe3aH, a IOIITO je
U aIlUKINYaH 3HAYM Oa je ctabiso. 3aTo MOKe y mpBa TpU moas3anaTka na ce pamu 1PC.

3a cBaka nBa YBOpa HOCTOJU jelNaH IMyT KOju ux cmaja. /la OmcMoO m3padyHAIM HANI Pe3yJTaT, 3a CBAKy I'paHy Nemo
M3padyHATH KOJMUKO IapPOBa YBOPOBA MMa IIyT KOJU MPOJa3u KPO3 by. Rama CKIOHMMO IpaHy, MU NeMo moaeauTu cTabiio Ha
IB€ IOBe3aHe KOMIOHeHTe. [IpuMeTnMo na mapoBU YMju IyT OIPOJIA3U KPO3 BY CY OHU KOjU CY ¥ PA3IUUNTUM KOMIOHEHTAMA.
Tako ma MOkeMO Oa TOJAMO IPOM3BOJ BEJIWUYMHA KOMIOHEHTU HA PE3yiTar. 3a HaJaKemhe BeJIUYMHA TUX KOMIIOHEHTU
MoskeMo ma xopuctumo 1PC.

Cunowxenoct je O(N).

Pemreme 3a N < 1000

Y OBOM HOA3aIATKYy MOXKEMO NOAATHU CBe UpaHe y rpad u pamuTu pememe u3 noxzanatia 3 ca B&C-om. Takobe moxe na
ce npumenn Pinoja-Bapmanos anropuram.
Crnoskenoct je O(N3).

Pememe 3a N < 5000

Hama je majsehu mpobGieMm y 3amaTKy IITO CKYI MOKE Oa UMa jaKo IIYyHO rpaHa. AKO OUCMO MOTJIM Ja UMaMO CJIUYHY
crpykTypy rpada ca O(N) rpana, morau 6ucmo npumerntu BPC pememe u3 IpeTXOAHOr NOA3AAATKA.

3ampaBo, MOCTOjU HAUWH Ia MOBEKEMO CBE YBOpOBe y ckymy Bejumunmke K ca K rpana. YMecTo na MOBE3yjeMO CBAaKU
YBOD Ca CBAKWUM, HAIPABUIIEMO JIaXKHU YBOD U MMOBE3ATU CBE YBOPOBE M3 CKyMa ca muM kopucrehwu rpany aysxume 0.5. Cana
Cy YIAJLEHOCTU CBUX MAPOBA OPUTMHAJHUX YBOPOBA MCTE KAO y OPUTMHAJHOM rpady, amu umamo O(N) rpana.

Suauu mga Mozkemo npumenutu BPC pememe u3 nperxonHor nmoxzanatka. Tarkobhe, ma m3berseMo pam ca MeIUMAIHAM
OpojeBuma, ymecTo ma mayxkuHe rpana Oymy 0.5, oume he 6urtu 1, a Mmu hemo pesynarar Ha Kpajy DOIEIUTH Ca 2.

Croxenoct je O(N?).

I'nmaBHO pememe

IIpumernmo nma kKamga NPUMEHMMO KOHCTPYKIW]Y M3 OPETXOMHOT HOMA3anaTKa Ha CKym, ycmehiemo ma ce ocioboamMo CBUX
nuKIyca Tor ckymna. Tako na he mam rpad 3ampaso 6urtu cradmno. OHna Ha Bera IPUMEHYjeMO pellene U3 MoA3anaTia 4,
aay OpOjuUMO CaMoO MpaBe YBOPOBE.

Cuaoskenoct je O(N).
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